جامعة دمشق 
كلية العلوم 
قسم الرياضيات 


عدي لابين الثالثة: 


ATES‏ 4- هبة الفرا 
ا 5 ربب الخد 
3- پحبې حموش 5 ب ا 


7- نور علي 
إشراف الدكتورة :برلنت صبري مطبط 


الأشجار TREE‏ 
لمحة تاريخية 


لقد استخدمت الأشجار أول مرة عام 1847 من قبل الألمlنı karl georg christian‏ 

فى اخمله غل الهندة الأسقاطية 

وفي نفس السنة استخدمت من قبل الفيزيائي اJأlئlnني Gustav robert kirchhoff‏ 

في تقريره عن الشبكات الكهربائية 

لكن إن أول من استخدم كلمة الشجرة هو العالم Arthur cayley‏ في بحته الریاضي 
عن التحويلات التفاضلية 

سنتعرف بشكل خاص عن أنواع من العلاقات والتي تكون مفيدة لعدة أنواع من العلوم 

منها علم الأحياء وعلوم الحاسوب وتطبيقاته والتي غالبا ما تكون موضحة بيانيا و هذه 

العلاقة والتي هي جوهر أساسي لبناء قواعد البيانات بلغات التصنيف والتي سندعوها 

الأشجار بحكم مظهر ها البياني الذي يوحي بالشجرة التي نراها في الطبيعة 


إن من كبار ألمانية كان المؤلف الموسيقي إالعالمıي Johann sebastian Baach‏ 


والذي كان فخورا بالتراث الموسيقي الطويل لعائلته والتي تعود إلى العام 1500 م 
لذلك حاول لم شمل سلالة عائلته برسم شجرة عائلية والموضحة كما يلي : 


e EE Georg Johann Michael 
ohann Egidius Christoph Pp 
Johann Johann 
Johann christoph Ambrosius Nikolaus 
Bernhard 
Johann Johann 
Johann Christoph 
Wihlem Friedemann | | Carl Philipp Emanuel 


في الألعاب 


تستخدم الأشجار في الألعاب 


في الحاسوب 
تستخدم الأشجار في تصميم قواعد البيانات وكمثال راواعهR‏ في الحاسب 


rv Ê My Computer 
+» -ğ) HKEY_CLASSES_ROOT lab] (Defaul) REG_SZ tralue not se) 
$) HKEY_CURRENT_USER RE] Color #0 REG_DWORD 0x02d9ccc1 (47828161) 
| ® AopEvents f] Color #1 REG_DWORD 0x02000000 (33554432) 
1) Console RE Color #10 REG_DWORD Ox02b19983 (45193603) 
+®) Control Panel color #11 REG_DWORD 0x02b19983 (45193603) 
+B Accessibility Rjcolor #12 REG_DWORD Ûx0 2808080 (41975936) 
Lî operate RColor#13 REG_DWORD 0x007 d54 (8217935) 
+-@) New Schemes Color #1 4 REG_DWORD 0x001 (16777215) 
£ 0 RE color t5 REG_DWORD DOxD2h19983 (45193603) 
ee Rcolor #16 REG_DWORD Ox027dê541 (41772367) 
3-8 Sls Color #17 REG_DWORD Ox027dê541 (41772367) 
LÊ 0 RR] Color #18 REG_DWORD 0x0 2000000 (33554432) 
2 10 RJColor #9 REG_DWORD QOxD0odgccc1 (14273729) 
ر‎ R}color #2 REG_DWORD Ox00TdE541 (8217935) 
7) Sizes RJ Color #20 REĞ_DWORD ûxû2ddcee1 (47828161) 
L_8 0 RJ Color #21 REG_DWORD 0x0 2000000 (33554432) 
7-8 11 BR Color #22 REG_DWORD Ox02b19983 (45193603) 
7D Sizes RJ] Color #23 REG_DWORD 0x00000000 (0) 
E Ri] Color #24 REG_DWORD Oxo (16777215) 
7-2 12 Ri] Color #25 REG_DWORD Ox00e0c0c0 (1 2632256) 
+ Sizes RX] Color #26 REG_DWORD DOx027d6541 (41772367) 
E> 0| RB] Color #27 REG_DWORD 0Ox00dOb480 (1 3677696) 
+ 13 Rf] Color #286 REG_DWORD 0x00dûbetbû (13679792) 
| +-@) sizes | RJ Color #29 REG_DWORD 0x007 d54 (8217935) 
1 @ 0 | Colors REG_DWORD OxQO808080 (8421504) 
8 14 RJ Color #30 REG_DWORD Ox00b19983 (11639171) 
| a Stes RJ Color #4 REOG_DWORD 0x00b19983 (11839171) 
1-@ 0 RR Color #5 REG_DWORD 0x02 (50331647) 
lL & 1 | Î Color#s REG_DWORD 0x0 2000000 (33554432) 
Ri} color #7 REG_DWORD oxoDoooon0 (0) 
٣ 5 Rf) Color #ê REG_DWORD  Ox0D000000 (0) 
^-16 Ri] Color #9 REG_DWORD 0x00 (16777215) 
+ 17 contrast REG_DWORD 0x00000000 (0) 
3 18 la] DisplayName REG_SZ @themeui.dll,-2019 
ك‎ 9 RR] Flat Menus REG_DWORD 0xûûû00000 (0j 
`-2 Ri] Font #0 REG_BINARY f5 fff OO 00 00 00 00 00 û0 00 00 | 
+ 20 RFont#t REG_BINARY 15 fff OO 00 00 00 O0 00 00 00 00 | 
89ء‎ 27 ge | 
د ڪھ ل‎ 


تعریف -1- 

لتكن لدينا المجموعة ۸ ولتكن 1 علاقة على ۸ نقول عن ۲ أنها شجرة إذا وجدت 
عقدة ( ]٤٥×‏ م۷ ) ر۷ من۔ ۸ تحقق : 

يوجد طريق وحيد في 1 من العقدة ر۷ إلى إي عقدة أخرى من عناصر ۸ لكن لا يوجد 
طریق من ر۷ إلى Vo‏ 

ندعو الرأس (العقدة ]ع۷ ) ر۷ في تعريف الشجرة والتي هي وحيدة بالجذر ( ا0هع) 
ندعو ٦‏ بالشجرۃ ذات الجذر ہ۷ ونرمز لھا ( ر۷ , )٣‏ 


مبرهنة -1- 


لتكن لدينا الشجرة( ر۷ ,٣آ)‏ ذات الجذر م ۷عندئذ : 

1[ - لا يوجد دائرة في ۲ 

2 - ر۷ هي الجذر الوحيد في 1 

3- من أجل أي عقدة في 1 مختلفة عن رر لها درجة واحدة داخلة للعقدة و رب لا يمتلك أي 
درجة (درجتها الصفر ) 


+ 
البرهان 
1 - نفرض أنه يوجد دائرة 4 في ١‏ بدايتها ونهايتها العقدة v۷‏ 
من التعريف نعلم أن : ِ 
ر۷ ٭ ۷ عندئذ یجب آن یوجد طریق م من ہہ إلى v۷‏ 
کے q°P‏ طریق من ر۷ الى ۷ مختلف عن P‏ 
بالتالي تناقض حسب تعريف الشجرة 
2 - إذا كان ار جذر آخر للشجرة عندئذ يوجد طريق م من ر۷ إلى ر۷ 
و طریق 'م من ' ر۷ إلى ر۷ 
q°p F7‏ دائرة من ہ۷ إلى ر۷ وهذا مستحیل 
إذا العقدة ر۷ جذر و حبد 
a e a Ca Cas Sh‏ ۰ 
يوجد طريق وحيد ,۷و۷ ,..., ,۷ , ر۷ من العقدة رس إلى العقدة ,س في 1آ 
(uv, ,Wwر)€‎ T >‏ 
وهذا يعني أن س تمتلك درجة داخلة واحدة على الأقل 
لو کانت ,« تمتلك أكثر من درجة واحدة عندئذ يوجد عقدتان W3 s W2‏ 
في 1 تحقق : 


(W3 , W1), (w2 ,wı)e T 

إذا كانت ر۷ + رس و ر۷ وس عندئذ حسب التعريف: 
يوجد طریقان وحیدان رم من ر۷ إلى رس 

3 


رم من ر۷ إلى ر۷ 
(w2 WJ P2 ^ (W3W,)°P; =‏ 


وهذا يناقض تعريف الشجرة والتي جذرها رر 
إذا ,س يمتلك درجة واحدة 
بقي أن نبرهن أن رب لا يمتلك أي درجة 


نرسم مخطط الشجرة وفق القواعد التالية : 
2- لا يوجد أضلاع داخلة إلى ر۷ لكن يمكن أن يخرج منها 
3- نرسم هذه الأضلاع بحيث تكون متجهة نحو الأسفل 
تعریف -2- 
عقد النهاية للأضلاع التي بدايتها ره نسميها عقد المستوى الأول 1 إمه] 
بینما ر یکون في المستوی صفر 0 [۷eع1‏ 
تعریف -3- 
عقد النهاية للأضلاع التي بدايتها ر نسميها أحيانا الذرية عداإمءffه‏ 
بينما رر نسميها بالمصدر ( الأب )۲٣٠٣م‏ كما أن كل عقدة من الذرية تدعى 
باÎخ siblings‏ 
تعریف -4- 
نسمي عقد الشجرة ٣والتي‏ لا تمتلك إي ذرية بالأوراق وهه[ أو أوراق الشجرة ۲ 
الأوراق دائما درجتها الداخلة هي الواحد 


مثال -3- 


Vo 
Level 0 parent 
ف‎ Vv 
2 ¥2 
Level | 


Leaves 


ملاحظات 
1- يمكن للشجرة ان تمتلك عدد لا نهائي من المستويات و أي مستوى يمكن أن يحتوي على 
عدد لا نهائي من العقد باستثناء المستوى صفر 

2- سنفترض أن جميع الأشجار تملك عدد منته من العقد 
3- سنفرض أن الذرية لاي عقدة من الشجرة تكون مرتبة خطيا مما يعني أنه لو فرضنا ان 
العقدة تملك اربع ذريات فإننا نفرض انها مرتبة وبالتالي نرمز للترتيب ب الأول والثاني 
4- عندما نرسم مخطط للشجرة فإننا سنفترض ترتيبا ما للذريات من اليسار إلى اليمين 
وعندئذ نسمي هذه الشجرة بالشجرة المرتبة أو المنتظمة ( ععع) إإمdا0)‏ 


مبرهنه -2- 

لتكن لدينا الشجرة ( ر۷ , 1) على المجموعة ۸ عندئذ : 

1 - 1 علاقة غير انعكاسية 

2- 1 علاقة غير تناظرية 

3 - إذا کان 7 ع (c,ط)‏ ^7 (ط,۾) غندند7 # (ءع,ى) من أجل أي عقدة 


-A4- مثال‎ 

نعرف العلاقة التالية 7 على المجموعة ۸ إذا کان ر۷, ,۷ عناصر من ۸عندئذ 
وعندئذ تكون العلاقة 1 شجرة و ر جذرها 

مثال -5 

A = {Vs VD gs. سکن ر و۷‎ 

T= { (V2 V3)(V2 V1), (V4 V5)(V4s Vg)s(V5s Vg), (V6gs V7), ولتکن‎ 


(V4 V2),(V75 V9),(V7» V10)} 
إن العلاقة 1 شجرة وجذرها ا وبيانها‎ 


V2 Vs 


Vv ® 
4 ۹ ۶ 
V9 10 ¥1 ¥3 ۷8 


ثعریف -5- 

إذا كان م عدد صحيح موجب نقول عن الشجرة أنها غير منتهية ععع)-. إذا كانت كل عقدة 
تملك على الاكثر n‏ ذریة عہاامfsگہ‏ من اجل کل عقدة في 1 مختلفة عن الأوراق 

ثعریف -6- 

إذا كان م عدد صحيح موجب نقول عن الشجرة أنها تامة ۲۵)- امام مء إذا كانت كل 
عقدة تملك بالضبط م ذرية عمذم 5ه من أجل كل عفدة في 1 مختلفة عن الأاوراق 

في حالة خاصة 2-٥‏ تدعی بالشجرة الثنائية التامة أو الشجرة الثنائية عع.) binary‏ 

ثعریف -7- 

لتكن ( ر۷ , 1) شجرة ذات الجذر على المجموعة ۸ وليكن «عقدة في الشجرة ۲ ولتكن 8 
مجموعة تضم جميع عقد الجيل الثالث والتي يمكن أن تكون موصولة بطريق بدايته العقدة ۷ 
ولتفرض أن 4 ے8 ولیکن (1)۷ مقصور ۲ على 8 والثي تعني (1)۷(=1/)8*8 
عندئذ: (1)۷شجرة جزئية ذات الجذر ۷ 


» 
مېبرهه -3- 
إذا كانت ( ر۷ , 1) شجرة و7 ع ر عندئذ (1)۷ شجرة جذرها ۷ 
ونقول عن (1)۷ أنها شجرة جزئية ٥ع)اںو‏ بدايتها ر 


البرهان 
من التعريف (1)۷ نرى أنه هناك طريق من ۷ إلى أي عقدة أخرى في (1)۷ و إذا كانت 
س عقدة في (۲)۷ تحقق أنه یوجد طریقان مختلفان ٩‏ و اې من ب الى س 
وإذا كان م طريق في 1 من ر۷ إلى ۷ عندئذ : 
م و ص" طریقان مختلفان من ۷ إلى س وهذا مستحیل 
و بما أن 1 شجرة جذرها ر۷ 
س كل طريق من ۷ إلى أي عقدة » في (1)۷ يجب أن تكون وحيدة 
أیضا ۾ دائرة في (1)۷ 
.0 دائرة في ٠ T‏ 
وهذا يناقض المبرهنة الأولى 
٩‏ لا يمكن أن يكون موجودا بالتالي (1)۷ شجرة جذرها ۷ 


الأشجار ذات الأكذة مم٣ 1ad‏ 


لهدف ما أو لغاية محدودة في العديد من المجالات ولاسيما علم الحاسوب وعلم الأحياء 


4 
تعريف -8- 
إن المخططات ذات الأدلة تدعى بالمخططات الموضعية (1جsit10مم(‏ 


الشجرة الموضعية هي الشجرة المرتبة (المنتظمة ) 
عند رسم المخططات للشجرة الموضعية سنتصور من أجل كل عقدة مرتبة بشكل متمائل 
عند المواضع اليسارية واليمينية 


L 


@ 

18 L 
م‎ 

مثال -6- 
ليكن لدينا العبارة الجبرية ((×+3)-(2-)) +((×* 2) - 3 ) 
سنفترض أنه لا يوجد عمليات مثل - , + , * , / يمكن إنجازها مالم نعرف العنصرين 
المشكلين وفق عملية الجمع دون معرفة قيمة ((×*2)-3) و ((×+3)-(2-»)) 
وأيضا لا نستطيع حساب عملية الطرح ((×+3) -(2-×)) دون معرفة قيمة (×+3) :(2-») 
إن التمثيل التخطيطي مهم لمثل هذه التعابير والذي هو عبارة عن شجرة ثنائية ذات الأدلة 


+ 


زیا 


مثال -7- 
ليكن لدينا التعبير )y+2((( * )7 +)× /y(((‏ - 7) + 4)) / ((×-1)* 3) 
عندئذ الشجرة الموافقة للتعبير السابق هي 


ملاحظات 

إن الشجرة الموضعية الثنائية هامة فى هذه القضية حيث أن الأدلة فى تعتبر فى أغلب 

الأحيان مصنفة يساريا ويمينيا بدلا من 1 و2 حيث نرمز للتصنيف اليساري ب 1 
ا [ ونرمز للتصنيف اليميني ب ۸ 

كما أن الأشجار ذات الأدلة يمكن أن نصنف بها بعض المجموعات 


الش. 5 القهة المه ضبصة ف نقاء الساقات 
تعریف-1- 
إن وحدة خزن المعلومات المثالية والتي ندعوها بالخلية تحتوي على مادتين 
الأولى : البيانات المصنفة وأه5 
الثانية : مؤشر للخلية التالية rمtمoiم ‏ 
والعنوان حيث الخلية التي حدد مكانها كما أن مجموعة الخلايا الموصولة ببعضها وفق 
المؤشرات ندعوها برابط القائمة اوا إع)م1 الممتلة بيانيا والمزودة بأدوات تستعمل 
الصف array‏ 
تعریف -2- 
رابط القائمة المضاعفة ءا لعkمذا‏ رااuه‏ التي فيها كل خلية تحتوي على 
مؤشرين ونوع من البيانات 


التمثيل اليياقى للشجرة ذات الرايبطة القاقمة المضاعفغة 
نستخدم الرمز ~8[ - للدلالة على خلية جديدة في منتصفها نزودها بالوحدة المخزنة 
بيانيا ومؤشرين مؤشر يساري "ەم ۴ع[ ومؤشر يميني عا" 01م hعRi‏ ممثلین 
بالنقاط والأسهم كما نستعمل الرمز ل لدلالة على المؤشر المطابق أو عدم 
وجود بيانات إضافية ويكون عندئذ البيان هو: 
1 - كل خلية توافق عقدة 
2 - جزء البيان والذي يمكن أن يحتوي رمز للعقدة أو مؤشر يدل على هذا الرمز 
3 - المؤشرات اليمينية واليسارية ستخصص ليسار ويمين عقد الذرية 
4 - إذا كان أحد هذه الذريات غير موجودة فإن المؤشر الموافق سيكون 

1 -الأيسر ويحمل المؤشرات التي تدل على الذرية الیسری عہذإoff5p Left‏ 

2 - الاأيمن ويحمل المؤشرات التي تدل على الذرية الیمنی ڇراإمoffs Right‏ 

3- البيانات وتحتوي على المعلومات أو المؤشرات الدالة على هذه المعلومات وه5 
6- القيمة (0) تستخدم كمؤشر يدل على الذرية الموافقة الغير موجودة 

7 نضيف عادة إلى رابط القائمة المضاعفة و إلى الأسهم خانة البداية والتي تشير إلى 

جذر الشجرة 


مثال -8- 
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(1) 
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إن تمثيل الشجرة الموضعية الثنائية تكون وفقا للصفوف البيانات و 
المؤشرات هي 


start 


تشفیر ھرشان (۵١‏ ٥د‏ ۹٣ں‏ 

إن تشفير هوفمان من أجل الرسائل المكتوبة بأحرف إنكليزية يستخدم أشرطة من الواحدات 
و الأصفار تماما كما هو الحال في الآسكي مله ۸8٤11‏ ذات الطول 7 إلا أن تشفير 
هوفمان يستخدم الأشرطة ذات الطول المتغير وبالتالي فإن الرسائل المكتوبة بشيفرة ۸811 
يكون طولها أكبر فيما لو كتبناها بشيفرة هوفمان 
إن الشريط الخاص بحرف معين سوف يعطينا طريقا من جذر الشجرة إلى الورفة التي تحمل 
رمز ذلك الحرف أو بمعنى آخر المرمزة وفق ذلك الحرف ۰ 
إن الصفر (0) يدل على أنه يجب التوجه إلى اليسار 
إن الواحد (1) يدل على أنه جب التوجه إلى اليمين 

نشفر رسالة وفق هوفمان علما أن شجرة هوفمان معطاة نتبع مايلي : 

نتبع الطريق المشار إليه عندما نصل إلى الورقة نسجل الدليل الموضوعة عليه 

- نعود إلى الجذر ونكمل وفق الشريط 


% 

مثال -9- 

استخدم تشفير هوفمان الشجري لترجمة الشريط 0101100 1 

المعط وفق الشجرة N‏ 
الحل ؛ N‏ 


1 - نبدأ بالجذر ونتجه نحو اليسار مستخدمين الصفر 
فنجد إن الورفة التي وصلنا إليها تحمل الدليل ۴ 
2- نعود إلى الجذر ونستخدم الشريط 101100وبالتالي نتج 
إلى اليمين ثم لليسار فتكون الورقة التي نبحث عنها هي ۸ 
نكرر العملية مع الشريط 1100 فيكون الحرف $ 

0 فیکون الحرف ٤‏ 
عندئذ الشریط 0101100 یمٹثل ٤۸8۴٤‏ 


إن أحد مساوئ شيفرة هوفمان هو احتمال حدوث أخطاء أثناء عملية النقل 
فمثلا إذا كان الخطأً أثناء النقل كأن يعطى الشريط 0101110 بدلا من 0101100 
بالتالي الکلمة سوف تقر ۸R‏ بدلا من EASE‏ 


شچرۂ الب ۽ہ ]۲ء (ree‏ 


يوجد العديد من الأحداث يكون من المفيد اعتبار أن كل عقدة ف في الشجرة بالضبط في ترتيب 


معین , ککل عقدة متتالية متلاقية : 
إن عملية زيارة ڇذ زوز كل عقدة من الشجرة في ترتيب معين ندعوه إيجاد أشجار البحث 
أو التعبير عن الشجرة 


ملاحظات 

|- سنخص في دراستنا الحالية الأشجار الثنائية الموضعية positional‏ ,كما سنشير إلى 
الذرية اليساري لكل عقدة ر من 1 بالرمز ,« أما الذرية اليمينية نرمز له بالرمز م۷ . 

2- لتكن لدينا 1شجرة ثنائية موضعية جذرها ۷ , عندئذ في حال وجود ,۷ نسمي ( ,۲)۷ 
بالشجرة الجزئية اليسارية ل 1 . 

وندعو في حال وجود ۾ أن (م1)۷ بالشجرة الجزئية اليمينيةل 1آ 

إن كلا من ( ,1)۷ , (۾1)۷ في حال وجودهما ستكونان أشجار ثنائية موضعية ذات 
الجذر VR» VL‏ على الترتيب : 


SED & 1 ا چ‎ 
ا‎ su mrweanmml ane du 


سن ا ی ر سا لاتا ااا ڪا ۱ چ e‏ ډ ت 

الخطوة الأولى : زيارة ۷ . 

الخطوة الثانية : إذا كانت ,ر موجودة , عندئذ نطبق الخوارزمية على ( ۷ ,(,1)۷) . 
الخطوة النالثة : إذا كانت ۾۷ موجودة , عندئذ نطبق الخوارزمية على زب (TVR),‏ . 
وننگن القن أن بحت TT‏ يتضمن ثلاث خطوات : 

1 - زيارة الجذر . 

2 - نبحث الشجرة اليسارية في حال وجودها . 

3 - نبحث الشجرة اليمينية في حال وجودها 


مثال -1- 
لتكن لدينا 1 شجرة موضعية ثنائية ذات الأدلة 
الجذر لهذه الشجرة هو العقدة ذات الدليل 4 , ولنفرض أن زيارة أي عقدة ê TT‏ يعطي 
دليل (ع[عطه]) هذا العقدة . 
لنطبق الآن بحث preorder‏ مع ملاحظة أنه في حال أن الشجرة تحوي عقدة واحدة لها 
عندئذ تكون نتيجة بحث هذه الشجرة هي دليل هذا االعقدة (والذي هو جذر الشجرة) 
ويمكن تسهيل العمل من خلال رسم صناديق حول الأشجار الجزئية وترقيم الصناديق 
كما يلي : 


(b) 


ووفقا ل ٣٥٣٥م‏ وبتطبیقھا علی 1 سوف نقوم اوا بزیارة الجذر ل ۲ ونکتب ۸ ثم 
نبحث في الشجرة الجزئية (1) , ثم في الشجرة الجزئية (7) . 

لتطبيق إعلإمعإم على الشجرة الجزئية (1) نقوم بزيارة الجذر في الشجرة 

الجزئية (1) ونكتب 8 , ثم نقوم ببحث في الشجرة الجزئية (2) ثم نبحث في الشجرة 
الجزئية (4) . 

حيث أن البحث في الشجرة الجزئية (2) يعطينا بداية الرمز € ثم ©( بسبب بحث في 
الشجرة الجزئية () ) وبالتالي لدينا النتيجة المبدئية : ۸8٥0‏ . 

نلاحظ أنه... لا يمكن إنهاء بحث الشجرة الجزئية (7) حتى نطبق خوارزمية البحث على 
الشجرة الجزئية (2) و (4) ولا يمكننا إنهاء بحث في الشجرة الجزئية (2) حتى نبحث في 
الشجرة الجزئية (3) وهكذا... 

ولإكمال الحل علينا الأن بحث في الشجرة الجزئية (4) وبالتالي علينا بحث في الشجرة 
الجزئية (5) و (6) على الترتيب وبالتالي ينتج لدینا ۴ و 6 . 

ونطبق نفس الخوارزمية على (7) وهذا سيعطي السلسلة ] ) [ ] ۳ وتكون سلسلة البحث 
النهائية ل 1هي .ABCDEFGHIJKL‏ 


مثال -2- 
لتكن لدينا العبارة الجبرية التالية : ((ع + ) + ع) × (طظ - )a‏ 
ولدينا مخطط الد لشجرة الثنائية الموت ضعية الموصفة ١‏ لممثلة للعبارة , وستكون ١‏ لسلسلة الناتحة 
عن تطبيق خوارزمية إعلإهعإم على الشكل التالي : 
وهو ما يسمى الترميز البولندي للعبارة الجبرية المعطاة عل + + ا ۾ × 


ا 
N‏ 0 
ر 
N‏ ا 
AL‏ 
| 4 - 
1( أ 1 ۳ 
أ / / 
N !‏ 4 : 
ا ٠ 0 A"‏ 0 
ر )| 2 1 
ا 
/ 
ر 
۹ ۳ 
0 . 
1 
(a)‏ 


الخطوة الأولى : نبحث في الشجرة الجزئية اليسارية (,1)۷,(,۷) في حال وجودها . 
الخطوة الثانية : زيارة الجذر ۷ 

الخطوة الثالثة : نبحث في الشجرة الجزئية اليمينية (م۷,(م1)۷) في حال وجودها 
مثال -3- 

لتكن لدينا شجرة المتال (1) ولنطبق عليها خوارزمية erإ0۲ہ!‏ : 

في البداية علينا أن نبحث في الشجرة الجزئية (1) , وبالتالي نحن بحاجة إلى بحث في 
الشجرة الجزئية (2) وهذا يقودنا إلى البدء ببحث في الشجرة الجزئية (3) ذات العقدة 
الواحدة وبالتالي يكون © هو الحرف المكتوب أولاً , وبحث في الشجرة الجزئية (2) 
يستمر بكتابة € ثم نقوم بزيارة جذر الشجرة (1) ونكتب 8 

ثم نواصل بحث في الشجرة الجزئية (4) الذي ینتج ۴ , ۴ , 6G‏ على الترتيب . 

ثم نقوم بزيارة الجذر للشجرة 1 ونكتب ۸ ثم نواصل بحث في الشجرة الجزئية (7) 
وبالتالي ينتج لدينا : 1J HK L‏ . 

وتكون نتيجة البحث الأخير هي DCBFGAIJ H K L‏ 


أ ما باستخدI‏ خوlرjمıة POSTORDFR‏ : 
فإن كلا من الشجرتين 1 و 7 يجب أن نقوم ببحثهما قبل كتابة ۸ , وكذلك الشجرتين 2 و 4 
يجب ان نقوم ببحثهما قبل كتابة 8 وهكذا , | 
بحث الشجرة الجزئية 2 يتطلب بحث الشجرة الجزئية 3 , ويكون ( اول حرف مطبوع 
ويتواصل بحث الشجرة الجزئية 2 بكتابة ١‏ , وببحث الشجرة الجزئية 4 
ینتج لدینا : ۴ , 6 E,‏ 
ثم نقوم بزيارة جذر الشجرة 1 ونطبع 8 ونكمل ببحث الشجرة الجزئية 7 ونطبع الرموز : 
H,K,L,1,J‏ 
وفي النهاية نقوم بزيارة الجذر للشجرة ۲ ونطبع ۸ 
وبالتالي نتج لدينا الل .DCFGEBJ1LK HA : ıl‏ 
مثال -4- 
لنطبق الخوارزميتان إعلإ0م! , اعلإهوم۴ لبحث العبارة الجبرية في المثال (2) : 
تطبيق إل إ0.] يعطينا السلسلة م + ل + × 4-0 
وهي العبارة نفسها التي بدأنا بها المثال (2) مع إزالة الأقواس , وهذا عادةً ما يدعى 
الترميز ×اfمة‏ وهذا ما يفسر التسمية إعل0۲ہ! . 
العبارة السابقة غير واضحة دون أقواس لأنه يمكن فهمها على الشكل الآتي : 
((ع + (0+ء)) × ط)-ه وهذا ينتج عنه شجرة مختلفة .وبالتالي لا يمكن استعادة الشجرة عند 
استعمال |٣٠۲٣‏ .ولكن يمكن استعادة الشجرة من خلال الترميز البولندي في حال 
استخدام ع۲ هه۴۲ ولهذا السبب فإن الترميز البولندي هو الأفضل من أجل استخدامات 
الحاسب و على الرغم من أن الترميز »۴م هو المألوف أكثر . 
الحل حسب Postordeَr‏ : 
سيكون لدينا السلسلة : x‏ + + م ل ع - طاج , وأسلوب التعامل مع الترميز البولندي العكسي 
هو بنفس طريقة الترميز البولندي المباشر مع الاختلاف في أن الرمز يكون بعد الطرفين 
وليس قبلها , وباستخدام القيم : 2=ه , 4= , 3= , 1=( , 2ج لنحسب قيمة العبارة 
السابقة : 
× + + 342- 21 (1 

استبدال -21 ب 2-1 ×++2(1342 

استبدال +42 ب 2=4+2 ×+3(132 

استبدال + 32 ب 5=2+3 x‏ 15 )4 

استبدال × 15 بٍ 5 × 5=1 5)5 


ملاحظة 

من أجل حساب قيمة عبارة رياضية عن طريق الترميز البولندي نتبع ما يلي : 

نتحرك من اليسار إلى اليمين , وبفرض لدینا السلسلة پر × ۴ حیث ۴ رمز للعمليات الثنائية 
"ذات الطرفين" ( ... , + ,-,+) وحيث ر , × أرقام . 

لنحسب ر ۴ × ونضع النتيجة بدل السلسلة ر × ۴ ونستمر بھذا الشکل حتی نصل إلى رقم 
واحد 

وكمثال على ذلك : نعوض القيم التالية في العبارة السابقة 

5= ع, 2=ع , 2=ل , 4=ط , 6ه ولحساب العبارة 22 + 5 + 64 - × نقوم بما يلي : 
1- 22 + 5 + 2 × نستبدل 64- ب 6-4=2. 

2- 51+ 2× نستبدل 22+ ب 2+2 أو 1 

3- 26 × نستبدل [5+ ب 5+1=6 

4- 12 نستبدل 26 × ب 6 ×2 


خوارڑمیۂ ما 
ابحث الأشجار الموضعية ذات الجذر v‏ ؛ 
الخطوة الأولى : نبحث الشجرة الجزئية اليسارية (,1)۷,(,۷) في حال وجودها. 
الخطوة الثانية : زيارة الجذر ۷ . 
في حال وجودها (م۷,(م۲)۷)الخطوة الثالثة : نبحث الشجرة الجزئية اليمينية 


بحث الشچرات پشگل عام 

كما رأينا من قبل فإن كل شجرة مرتبة يمكن أن تمثل بشكل شجرة ثنائية موضعية حتى 

لو اختلف هذا التمثيل عن 1 , ومن خلال هذا التمتيل يمكن استخدام النظريات السابقة . 
لتكن لدينا 1 شجرة مرتبة ولتكن ۸ هي مجموعة العقد , ولنعرف الشجرة الثنائية 
الموضعية (8)1 على ۸ بالشكل التالي : 

من أجل 4 > « فإن ,۷ في (8)1 هي الذرية الأولى ل في ۲ (وفق الترتيب المعطى) 
وفي حال وجودها و ,۷ في (8)1 هو الترتيب التالي ل ۷ في ۲ في حال وجودها . 

لتكن لدينا الشجرة الآتية , ولنفرض أن الذرية كل عقدة مرتبة من اليسار إلى اليمين 

بحسب اسمها : 


2 ا‎ ." 4 < 
N 3 ے5 ل‎ ۹ 
1 3 ۴ O: ر‎ 
/ ر‎ . a % 
5 | | a 114 e ي“‎ 4 
6 789 10 5 aK 
12™ 
5 
يا في ا‎ 10 
11l 12 13 13 
7 B(T) 
(a) (b) 


Figure 7.16 


يسمى التمثيل ذو القائمة المضاعف ل (8)1 بالتمتيل المترابط ذو القائمة ل آ 
مثال -5 
لدينا مخطط الشجرة ذات الأدلة مع ذرية مرتبة من اليسار إلى اليمين 


V 


0 INDEX LEFT DATA RIGHT 
/ ا‎ 1 
۸ : 
b ¢ od 3 6 4 
(N 
1 5 0 0 
6 0 
€ 8 
8 1 0 8 
7 B) 8 0 0 
(4) (b) (e) 
Figure 7,17 
Pseudo code version 


سنفترض في هذه الخوارزمية أنه قد تم تعريف البرنامج الفرعي للزيارة 
Subroutine Preorder (T , v ):‏ 


1. CALL VISIT (v) 
2. IF (vy, exists) THEN 

a. CALL PREORDER(T(vV,) , Vr) 
3. IF (vg exists) THEN 

a. CALL PREORDER(T( VR) , VR) 
4. RETURN 
END OF SUBROUTINE PREORDER 


SIBROUTINE INOREDERCT, vT 
Ll. IF Cv, EX iSsTtS5) THEN 

a. CALL INORDER( TC vr), vp) 
As CALL VISTT vv) 
3. IF Cvwpg exists) THEN 

a. LALL INORDERC TCVAI , Vea) 
#4 . RETURN 
END OF STUEBEROUTINE ITINORBRDEE 


SUBROUTINE POSTORDERCT, v) 
l1l. IF (Cv, exists) THEN 

a. CALL POSTORDER{( TCV, vr 
A. TF vp exists) THEN 

a. CALL POSTORDERCTC VAD , VERD 
3. CALL VISIT vT) 
4. RETURN 
END OF SUBROUTINE PFPFOSTORDER 


الأشجار غير الموجهة ١م٣٠ e‏ أıdîrec‏ 

تعریف-1- 

هي الإغلاق المتناظر للشجرة أو هي العلاقة الناتجة بجعل كل الأضلاع ثنائية الاتجاه 

وفي الرسم البياني الشجرة غير الموجهة 1 تضع خط وحيد بدون سهم يل العقة و و ا 
وفق 7> (۾,ط)^(ط,ى) وعندئذ إذا كان لدينا المجموعة إط,ه) =۸ 

نسمي العقد ج و ط بالعقد المتجاورة 

أما المجموعة [ط,ه) تدعى بالأضلاع غير الموجهة وفق الشجر ة 1 عندم71ج (ي,0()0,ه) 
وبالتالي کل غير موجه يقابل ضلعين عاديين (ط, ۾) و (ھ۾, ا) موجهين 


مثال -1- 


تعریف-2- 

لتكن ۸ علافة تناظرية (متمائلة ) ولتكن ۷ ,..., ر۷ , را :م طريق في R۸‏ 

نقول عن الطريق « انه بسيط إذا لم يوجد ضلعان موافقان انفس الضلع الغير موجه 
واذا كانت ۷= ۷ سندعو م دائرة بسيطة 


مثال -2- 


أن الشكل يبين مخطط للعلاقة المتناظرة ۸ وفق الرسم البياني 

أن الطريق 4, م ,ء ,ط , ۾ بسيط أما الطريق ۾, 4, ء ,ل ,ع, ۴ غير بسيط لأن الضلعين 
)٥ ,4 (‏ و (, ) موافقان لنفس الضلع الغير موجه إل )٥,‏ 

وايضا f‏ , ه, ط, ل, ه, ع, ۴ دائرة بسيطة وأيضا الدائرة إ ,ط ,هج ,ل دائرة بسيطة 

أما الدائرة ۴,م,ء ,ل ٥,‏ ,۴ ليست دائرة بسيطة لأن (۴,ه) و ( ع,۴) موافقان لنفس الضلع 


الغير موجه إ ع,؟f‏ ؟ 
تريفد3 | 
نقول عن العلاقة ۸ المتناظرة أنها غير دائرية إذا لم تحوي دائرة بسيطة 
تعریف-4- 
نقول عن العلاقة ۸ أنها مترابطة إذا وجد طريق في ۸ من أي عقدة إلى أي عقد أخرى 
مبرهنة -1- 


لتكن ۸ علاقة تناظرية على 4 عندئذ العبارات التالية متكافئة : 
1- ۸ شجرة غير وجهة 
2- ۸ مترابطة وغير دائرية 
البرهان: 
لنفرض أن ۸ شجرة غير موجهة هذا يعني أن ۸ مغلقة تناظريا على الشجرة 1 في ۸ 
إي انه اذا کان ۸ ع (ط,۾) فا7 ع (۾ ,۷)0 (a,b) e7‏ 
هندسيا : 


هذا يعني أن كل ضلع غير موجه في مخطط ۸ یظهر في مخطط ۲ باتجاه موجه بشکل آخر 
نفرض أن 8 تملك دائرة بسیطة م۷ ر۷ ,...ر ر۷ , و۷ ٥:‏ 


مدن من اجل آي لع ( ر رر تکار زوع ۷ ) أو ۷ ,ز۷) في 1 
ینتج شکل مغلق ضلعه من ۲ حیث کل ضلع د يشير إلى اتجاه ما ویكون عندئذ لدينا ثلاث 
حالات إما کل الأسهم عكس عقارب الساعة 

Vo 


أو أن كل النقاط عكس عقارب الساعة أو بعض الأزواج عكس عقارب الساعة وهذا 
مستحيل كما في الشكل 0 
Vv‏ 


أو أن الشجرة كل عقدة فيها تمتلك درجة واحدة داخلة إليها 
كما أن أول حالتين تعني أن 1 تحوي دائرة وهذا غير ممكن وهكذا وجود الدائرة م في 
يؤدي إلى تناقض 
لنثبت أن ۸ مترابطة 
لتكن جذر للشجرة 1 عندئذ : 
إذا كانت ا, ۾ عقدتين في ۸ فیوجد طریق ۲ من رب إلى ۾ 
و طریق ‏ من ر۷ إلى طا 


بالتالي كل الطرق في 1 قابل للعكس في ۸ 
= الطريق م٠‏ مترابط حيث ا, ۾ في ۸ 
عندما "م مقلوب الطريق م 
۸۴ مترابط 
ے العکس یبرھن 
مبرهنة -2- 
لتكن 8 عادفة تتاظرية على المجموعة ۸ عندثذ ۸ شجرة غير موجهة إذا وفقط إذا إحدى 
القن ةه 
1 - ۸ غير دائرية وإذا أضفنا أي ضلع غير موجه إلى = ۸ لن تكون غير دائرية 
2 - 8 مترابطة وإذا حذفنا إي ضلع غير موجه من ۴س أصبحت العلاقة ۴ غير 


مارا 
ار هله و 

الشجرة ذات ى عفدة تمتلك 1 ضلع 
البرهان 


الشجرة مترابطة عندئذ يجب على الأقل 1-م ضلع مرتبط ب م عقدة 
إما الجذر يمتلك درجة واحدة داخلة أو أن بعض العقد تمتلك على الأقل درجتين داخلتين 
للعقدة من المبرهنة الأولى في بداية الفصل 
= هناك 1- ضلع 
0 
الشجرة المشدود على البیان ٠٣٥١‏ ۽١أ١‏ »۹م 
تعریف-1- 
إذا كانت 8 تناظرية ومترابطة على ۸ نقول عن الشجرة 1 على ۸ أنها شجرة مشدودة 
على البيان من أجل العلاقة 8 إذا كانت الشجرة ۲ لها نفس عقد ۸R‏ والتي يمكن أن نحصل 
عليها بحذف بعض الأضلاع من R‏ 
مثال -1 


لنكن ۸ علاقة تناظرية وفق البيان 


أن الشجرة المشدودة على البيان هي 


كما أن الشجرة المشدودة على البيان ليست وحيدة 
أن الشجرة المشدودة على البيان غير موجهة من أجل علاقة تناظرية مترابطة ۸ لها بعض 
التطبيقات 


ملاحظات 

1- إذا كانت ۸ علاقة معقدة مما بعني أنها تناظرية و مترابطة فإنه من الصعب رسم مخطط 
البحث ۸ ,أي للمرور على كل العقد من رؤوسها مرة واحدة بأسلوب منظم. 

2- إذا قصرنا ۸ على شجرة مشدودة على البيان فإنه يمكن استخدام خوارزمية البحث التي 
مرت معنا في الفقرة السابقة . 

3 إن النظرية (2) تعطينا خوارزمية لإيجاد الشجرة المشدودة على البيان غير الموجهة 
لعلاقة ۸ وهي :نقوم بحذف جميع الأضلاع غير الموجهة من ۸ حتى نصل إلى مرحلة 
يكون فيها حذف أي ضلع غير موجه أخر يؤدي إلى علاقة غير مترابطة عندئذ سوف 
نحصل بالنتيجة على شجرة مشدودة على البيان غير موجهة . 

مثال -2 

إن هذا المثال يعرض نتيجة الحذف المتتالي للاضلاع غير الموجهة حيث ينتهي في () و 
هي الشجرة المشدودة على البيان غير الموجهة لاحظ الشكل التالي 


b 4 b 
dû € di € 
۴ 
(a) (b) 
dl ad ad 
b € pb cC b C 
dû € f d ع‎ 
1 م‎ 
(d) (e) (f) 


Figure 7.32 


ملاحظة 

لقد تم إيجاد هذه الخوارزمية من أجل العلاقات الصغيرة والتي مخططاتها سهلة الرسم . 
وأما من أجل العلاقات الكبيرة فإنها غير مجدية إذ أنه في كل مرحلة يجب علينا تفحص 
الترابط , وهذه العملية تتطلب خوارزمية معقدة, ٠‏ 

من أجل ذلك سنعرض طريقة فعالة تعطيننا أيضا شجرة مشدودة على البيان بدلا من شجرة 
مشدودة على البيان غير موجهة . 

لتكن ۸ علاقة على ۸ وليكن و لتکن إط ,ھ) -۸=4 و 

'۵) € ۸= ۸ حيث '۾ عنصر جديد لا ينتمي إلى ۸ 

سنعرف العلاقة ا۴ كما يلي : 4 » اء ي 

لنفرض 4ر € ر پو حيث :ا@+Vv‏ & ua‏ 

(au )ER OR (bp ,q )e R Ii! طتglil(a‎ .u Je R 

OR (y ,pþ)e FR Ii طتaglil‎ (u sa)eR 

Oe (u yp)€e R ر ) اذا وفقط إذا‎ (e R 
SS 


(a) (b) (¢) 


Figure 7.33 


1 - إن الشكل (ه) يمثل مخطط لعلاقة تناظرية . 
2 - إن الشكل (ط) يمثل نتيجة دمج العقدتين ر۷ و ,۷ في عقدة واحدة أ۷ . 
3 - إن الشكل (ء) يبين نتيجة دمج العقدتين رأ و ر من العلاقة التي مخططها (ء) في 
عقدة جديدة ر۷ , 

4 - نلاحظ أيضا في الشكل (ء) أن الأضلاع غير الموجهة التي كانت سابقا 
بين را۷ و ۽۷ وبين ر۷ و پ۷ تم دمجها في ضلع واحد غير موجه 


الشكل الجيرى للدمج 


إذا كانت ۸ علاقة على ۸ فاإننا سندعو مؤقتا عناصر المجموعة ۸ بعقد ‏ 

لنفرض الآن العقدتين ج و ط من العلاقة ۸ تم دمجهما في عقدة جديدة اج التي توضع بدلا 
من ج و ط لتشكيل العلاقة ا8 , حتى نشكل مصفوفة 8R‏ نتبع الخطوات التالية : 

1 - نجعل السطر ¡ يمثل العقدة ج , والسطر زيمتل العقدة ا , ثم نستبدل السطر 1 باتحاد 
بين السطرين ¡ و ز بالارتباط إما 1 أو 0 

ويكون 1 في موقع ما عندما أحد القيم لديه 1 في هذا الموقع . 

2 - نستبدل العمود ¡ بأخذ باتحاد بين العمودين ¡ و ز. 

3 - نعيد القطر الرئيسي إلى قيمه الأصلية في العلاقة ۸ . 

4 - نحذف السطر ز والعمود ز. ٠‏ 


مثال -4- 


إن المصفوفات الموافقة للعلاقات التناظرية المعطاة في الشكل السابق هي : 


0 Û Û U U U 7 U bh U U 1 1 U U U 
0 0 LEU Û f Û [O0 I || | Û NTO Lk U 
u|)1lI 00| | 0 Û »|)/I 00 0 | | "|| 0 0 0 0 
„jl 0000| | || 0 0 0 0 0 ا)4‎ 0 0 0 Û 
«|0 | 0 0 0 0 | u»|/|I 0 0 0 0 0 »|| 0 0 0 | 
u») 0 |1 0 0 0 0 | «|| | 0 0 0 Û »L| 0 0 0 | 
«|1 0 10 0 0 0 «L0 1I 0 0 0 0 
«L0 0 | 0 0 0 0 

(0 (0) (0) 


في الشكل ا قمنا بدمج العقد ر۷ و ۷ في العقدة ارس لاحظ أن هذا ينتج من خلال أخذ 

اندماج بين السطرين الأول والثاني في المصفوفة (۾) ووضع الناتج كسطر أول في 

المصفوفة (ط) .ونفعل نفس العملية من أجل الأعمدة ثم نستعيد القطر و نحذف السطر الثاني 

والعمود الثاني .إذا كانت العقد ر٠‏ و ر في المخطط والذي مصفوفتها هي المصفوفة (ط) 
قد تم دمجهما فإن المخطط الناتج سيكون له المصفوفة (ء) . 


prim’s alsorithm 

سنعطي الآن خوارزمية لإيجاد الشجرة المشدودة على البيان لعلافة تناظرية مترابطة R‏ 
على مجموعة إ,۷,... ,ر۷ ۷)=, إن الطريقة مكافئة لشكل خاص من الخوارزميات 
تدعى "إطitامعاه‏ و'"صذام ولها الخطوات التالية : 

1- نختار عقدة ,۷ من ۸ بحيث يكون السطر الأول هو الموافق للعقدة س بالمصفوفة 
2۔ نختار عقدة رہ من ۸ بحیٹ ۸ E‏ , وندمج ۷ و ر۷ في عقدة جديدة ر۷ 
تمثل ۱ hs‏ { ونستبدل ۷ب ۷ ثم نقوم بحساب المصفوفة للعلاقة الناتجة R‏ , 
من الرسم البياني نسمي أ ۷ بالعقدة المركبه. 

3- نكرر الخطوتين السابقتين على ۴ وعلى جميع العلاقات حتى نحصل على علاقة لها 
عقدة واحدة , وفي كل مرحلة نحثفظ بنسخة من مجموعة العقد الأصلية الممثلة بكل عقدة 


مركبة . 

4 - أنشئ الشجرة المشدودة على البيان كما بلي : في كل مرحلة عند دمج العقد ج و ا نحدد 
ضلع في ۸ من أحد العقد الأساسية الممثلة ب ۾ إلى أحد العقد الأساسية الممثلة ب ا . 
ملاحظة 


نطلق أحيانا على الشجرة المشدودة على البيان باسم شجرة السقالة أو الشجرة المولدة 


مثال -5- 


سنطبق خوارزمية الأعداد الأولية على العلاقة التناظرية التي لها المخطط التالي : 


cz 2 


e ci 


Figure 7-35 


في الجدول الآتي نعرض المصفوفات المطبقة عندما تكون المجموعة الأصلية من العقد 
تتناقص بالدمج للحصول على عقدة واحدة , وفي كل خطوة نراقب مجموعة العقد الأصلية 
الممثلة بكل عقدة مدموجة بالإضافة إلى العقدة الجديدة 


الرأس الجديد ‏ الرؤوس المصفوفة 
الذي سيدمج | الأصلية الممثلة 


(مع الرأس بالرؤوس 
الاول) المدموجة 
C‏ 


a' + {a,c} b 


a" جه‎ { d 
0 1 a,c,b } 
1 0 
a ج"‎ 8 
[0] {a,c,d,b} 


شيجرة الميفافة الأصفرية 
نعریف -1- 
البيان الموزون:هو بيان زودت اضلاعه بوزن (قيمة ما ) 

1 الوزن لضلع ( (۷, (V;‏ ) أحيانا يشير إلى المسافة بين العفدتين ;9۷ ۷ حيث المسافة بين 
العقدنين ب کا :اکر ف آرت کد مارو ر ر ١الت‏ و ررر 
ولا يوجد عقدة أخرى ترتبط ب ۷ بضلع يملك وزن قل من وزن (۷ ,ں) 

2- من الممكن ل ۷ أن يملك اكثر من عقدة مجاورة بنفس المسافة 
3 العقدة ر هي العقدة المجاورة الأقرب لمجموعة العقد في بیان ما V= {V2.9‏ 
إذا كانت العقدة ر مجاورة لعنصر ما ۷ من ۷ ولا يوجد أي عفد اخری تجاور عنصر 
لتكن لدبنا دائرة صيانة في بلدة صغيرة ترعى نظام ممرات المشاة بين مناطق الاستجمام 
في هذه البلدة عندئد . البيان الموزون لهذا النظام حيث ن الأوزان تمثل المسافات 
بالكيلومترات 


في البيان العقدة ° هي العقدة المجاورة الأقرب للعقدة ۸ وکما أن ۴ و 6 كلاهما عقد 
مجاورة الأقرب للعقدة ۴ 


مثال 2 
کرگ اتعڈ ات نتذری كلف تحسين ال رو انط بين مخطات اقل الئى تملكها عند البيان 
الموزون لها يكون 


ويكون عندئذ العقدة ( هي العقدة المجاورة الأقرب لمجموعة العقد إ[ ,۴ ,€)=۷ لأن 
الضلع ,٤(‏ 5) يملك الوزن 2,2 ولا يوجد عقدة أخرى تجاور مجموعة العقد ومرتبطة 
بضلع مع أحدى هذه العقد ووزنه أقل من 2,2 

ملاحظة 

من تطبيقات البيانات الموزونة نجد أنه من الضروري إيجاد شجرة مشدودة على بيان غير 
موجه بحيث مجموع أوزان أضلاعه أصغر ما يمكن مثل هذه الشجرة ندعوها شجرة 


خوارزمیه ہأءم 

لتكن 8 علاقة تناظرية مترابطة ذات م عقدة : 

الخطوة الأولى «نأخذ عقدة من مجموعة العقد V‏ 

الخطوة الثانية : نختار ضلع من مجموعة الأضلاع الخارجة من العقدة المختارة في الخطوة 

السابقة بحيث يكون وزنه أصغريا 

الخطوة الثالثة : نكرر الخطوة الثانية حتی يصبح |٤|=۸-1‏ 

في نص خوارزمية "۴1 بدأنا بأي عقدة من ۸ و أنشأنا الشجرة السقالة الأصغرية بإضافة 
ضلع إلى العقدة المجاورة الأقرب إلى مجموعة العقد المترابطة ونستمر طالما إضافة 
ضلع لا يكمل دائرة 


مېبرهنه -1- 

إن خوارزمية 1٣م‏ تعطي الشجرة السقالة الأصغرية للعلاقة ‏ 

البرهان : 

لتكن ۸ تملك م عقدة ولتكن 1 هي الشجرة السقالة الموافقة ل 8۸ والناتجة من تطبيق 

خوارزمية زام 

بفرض أن الأضلاع ل 1 في الترتيب الذي اختيرت فيه هي ر., e‏ 

لأجل كل ¡ من 1 إلى 1-م ونعرف ,1 بأنها الشجرة التي أضلاعها .. TE lst‏ 

عندنذ 1= , 7 <... ,7 Toc Tc‏ وسنبرهن بالاستقر تقراء الرياضي بأن کل ,1 

ستكون محتواة في شجرة السقالة الأصغرية الموافقةل R۸‏ 

وضوحا :[ )ر1 : (0)م محتواة في كل شجرة سقالة أصغرية موافقة ل ۸ 

لنفرض الاأن أن 1: ())م محتواة في شجرة سقالة أصغرية ۲ ل ۸ وسنستخدم ())م 

لإثبات 1 : (1+))م محتواة في شجرة سقالة أصغرية 

من التعریف لدینا ' 7 > لع .ر ,) فإذا كانت ' 7 ٤‏ ,ع عندھا' 7 6 7 

ومنه (1+))م محققة ويتم المطلوب 

وإذا كانت ا لا تنتمي ل 1 عندها FT U {f}‏ يحوي دائرة (لأن ا1 شجرة سقالة 
أصغرية وإضافة أي وتر لها (الوتر:هو ضلع من البيان وليس من الشجرة السقالة 

الأصغرية ) سوف نحصل على دائرة في البيان ) 


وهذه الدائرة أضلاعها ,8 ,...., ر8, ,ی من 1 


ان أضلاع هذه الدائرة لا يمکن أن تكون جميعها من 1 أو سيحوي هذه الدائرة وليكن 
ء هو الضلع ذو الدليل الأصغر1 وبحيث أن ره ليس من »1 عندئذ الضلع رء يملك عقدة 
وأحدة ذ في الشجرة ة1 وواحدة ليست في ۲ وهذا يعني آنه عندما ر۲ تم اختیارها عن 
ا خوارزمية 1م و و کان أيضا موجود لذا الوزن ل ر أكبر أو يساوي وزن »1آ 
إن الشجرة السقالة ا(“ (FT‏ تحوي T4‏ الوزن لهذه الشجرة ة أقل أو 
يساوي وزن T0‏ إذا هي الشجرة السقالة الأصغرية ل 8 وبالتالي (1+))م محققة إذا 
ا محتواة ف في الشجرة السقالة الأصغرية وهي يجب أن تكون شجرة السقالة 
الأضغرية 


مثال -1- 


نبحث في هذا المثال عن الشجرة السقالة الأصغرية والتي 
تكون مجموع أضلاعها أصغر ما يمكن 


نختار العقدة ‏ لمن ثم نبدأ منها , 
العقد ۴۴ :48 متصلة مع العقدة 2 بضلع واحد 
العقدة الأقرب للعقدة 7 هي 4لذلك سنختار الضلع 4 


ثم نختار العقدة التالية الأقرب وهي إما 2 أو 4 
العقدة بعيدة عن العقدة لأب 9 أما العقدة بعيدة عن 
العقدة لآب 15أما العقدة بعيدة عن العقدة أب 6 

بالتالي العقدة ٣هي‏ الأقرب للعقدة 0 لذلك نختار الضلع 
DF‏ 


نختار العقدة الأقرب للعقدة 4 فنجد الضلع الواصل 
بين العقدتين هو ۸8 


٤ أو‎ E 
6 7 تدع 8ا واه عت ا‎ 
8٤ مقدار 11 لذلك نختار‎ 


في هذه الحالة فقط العقد 6و 0K , €٤€‏ تبعد عن 
٤‏ مقدار 5 

و © تبعد مقدار9 عندئذ نختار العقدة 0 والضلع 
2€ 


بقي لدينا العقدة 6  ,‏ تبعد عن العقدة 7 مقدار 


11 و تبعد عن العقدة £ مقدار 9 عندئذ العقدة الأقرب 


في هذه الحالة جميع العقد اختیرت ویکون عندئذ أصغر 
شجرة سقالة أصغرية هي المشكلة باللون الأخضر 
ومجموع أوزان أضلاعها أصغر ما يمكن وهو 39 


: ٠ 


م ى 
| 
o‏ دں 

o 


13 
50 


وبذلك تكون الشجرة السقالة الأصغرية هي باللون الأحمر ومجموع أوزان أضلاعها أقل ما 
يمکن وهو 52 


مثال -3- 


4 A B C OD 
A0 4 3 0 
B4 0 5 3 
5 C3 5 0O 2 
DO 3 ZA 0 
2 


لتكن 8 علاقة تناظرية مترابطة ب م عقدة , ١‏ هي مصفوفة الأوزان الموافقة لها 
الخطوة الأولى : نختار العنصر الأصغر في M1‏ وليكن " ولتكن ۾ هي العقدة الممثلة 
بالصف ¡ وط هي العقدة الممثلة بالعمود ز 

الخطوة الثانية : ندمج ج و ط كالتالي نستبدل السطر 1¡ ب 


Nik if mj = 0 
i Mik if Mi = 0 
e min (mix, 09 if mi * 0 Mik #* 0 
0 if mi = Nik = 0 
ونستبدل العمود ¡ ب‎ 
Tri if Mj = 0 
ت‎ Mkj if Mj = 0 
0 min(m,i, mj) if mgi #0 mj * 0 
0 if Mi = Mj = 0 


نستبدل القطر الرئيسي بالعناصر الأصلية ل ١‏ 
الخطوة الثالنة : نكرر الخطوتين السابقتين و على المصفوفات اللاحقة حتى نصل إلى عقدة 
واحدة وفي كل مرحلة نسجل مجموعة العقد الأصلية والممثلة بكل عقد الدمج 


الخطوة الرابعة : ننشئ شجرة السقالة الأصغرية كالتالي : في كل مرحلة عندما ندمج 
العقدتين ج وط نختار الضلع الممثل بالوزن الأصغري من واحدة من العقد الأصلية الممثلة 
ب ۾ إلى واحدة من العقد الأصلية الممثلة ب ط 


مثال -4- 


ليكن لدينا البيان 


عندئذد مصفوفة البيان هي 


O0 0>‏ 
ج ت خط یں 
e‏ + هي 

o‏ یں ی تہ لھ 

> 


رڪ 
زں 


A B C 

A[O0 4 3 

M= é6 4 O0 3 
al3 3 0Û 


مع [ 0,© ) + '© والضلع الأول يكون )٥,0(‏ نكرر الخطوات 1و2 على ا 
باستخدام 3= M13‏ وهذا يعطي 


Aِ B 
a [O0 3 

MN = 
8 3 0 


مع [ 4,٥,5‏ ] هه '۸ نختار الضلع )۸,٥(‏ الدمج الأخير يثمر الضلع (8,0) 
وعندئذ تكون شجرة السقالة الأصغرية هي 


إذا كانت 8۸ تملك نسبيا عدد صغير من الأضلاع عندئذ خوارزميات أخرى من الممكن أن 
تكون أكثر فعالية ومنھا خوارjمية Kruskal‏ 
وهي مثال آخر عن خوارزمية رلععإ6 التي تعطي حلولا جيدا 


لتكن ۸ علاقة تناظرية مترابطة ب م عقدة ولتكن إع,..... , ر6, ۴ )=$ مجموعة 
الأضلاع الموزونة وفق ۸ عندئذ خوارزمية هي : 
الخطوة الأولى : نختار الضلع ,ع من $ بحيث يملك الوزن الأقل ونضع رم ) = ۴٤‏ 
تم نستبدل 8 ب إرع)-8 
الخطوة الثانية :نختار الضلع ,۾ من $ ذي الوزن الأقل والذي لا يشكل دائرة مع عناصر ٤‏ 
ل S-{e;} HS sEu{ E‏ 
الخطوة الثالثة : نكرر الخطوة السابقة حتى نصل للضلع ۸-1 = |٤|‏ 
ملاحظه . 

طالما ۸ تملك م عقدة فإن 1-" ضلع في ۴ ستشكل شجرة سقالة أصغرية وإن عملية 

الاختيار في الخطوة (2) كفيلة بأن هذه الشجرة هي شجرة سقالة أصغرية 

دائرة اجتماعية في بلدة قررت تعبيد بعض الممرات المشاة لجعلها ممرات للدراجات و 
كمرحلة أولى البلدة تريد أن تربط جميع مناطق الاستجمام بممرات الدراجات بكلفة رخيصة 
قدر الإمكان وبفرض أن كلفة الإنشاء هي نفسها في جميع أطراف النظام 
استخدم خوارزمیة ٣م‏ وخوارزمیة [ھ)وں) لإیجاد خطة لتعبيد البلدة 


خوارزمیه آ٣م‏ 


أيضا من الممكن أن تكون شجرة السقالة الأصغرية إذا أخذنا الضلع ۴6 و أكملنا 


و 
ج 


خوارڑمیھۂ اھkوںء»‏ 


إن متتالية الأضلاع المختارة لهذا البيان هي (6 (A,C),(A,B), (D ,E) ,)D ,11), )٤,‏ 


( E, F) ,(C ,E) 


6 2 


وعندئذ يکون مجموع أوزان أضلاعه 21 كيلو متر 


كما أنه يمكن اختيار الأضلاع لهذا البيان يكون 


6 2 


(3) 


(4) 
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